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RESUMO

Este artigo lida com a solucdo numérica do modelo dindmico de Euler-Bernoulli a partir de
uma formulagdo em diferencas finitas (MDF). De forma preliminar, é realizada uma analise de
vigas com distintas configuragdes de vinculacdo, de forma a estabelecer uma relacéo entre a
eficiéncia da convergéncia numerica e a forma de restricdo dos graus de liberdade nos apoios.
Na sequéncia, um teste de vibracdo forcada restrito a um carregamento subito uniforme €
executado e nele determinam-se os deslocamentos transversais da viga, tal como uma andlise
focada nos pontos criticos da curva de deflexdo para as quatro condi¢fes de suporte testadas.
As solucdes analiticas séo utilizadas como base para mensurar a performance do MDF, que,
neste contexto, mostra-se como ferramenta assertiva, apresentando bons resultados para todos

experimentos numéricos realizados.
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DYNAMIC ANALYSIS OF THE EULER-BERNOULLI BEAM MODEL THROUGH
FINITE DIFFERENCE METHOD

ABSTRACT

This paper deals with the numerical solution of the Euler-Bernoulli dynamic model through a
finite difference formulation (FDM). In a preliminary way, an analysis of beams with different
support configurations is performed, in order to establish a relation between the efficiency of
the numerical convergence and the form of restriction of the degrees of freedom in the supports.
Subsequently, a forced vibration test constrained to a sudden uniform loading case is
performed, where the transverse displacements of the beam are determined, such as an analysis
focused on the critical points of the deflection curve for the four support conditions tested. The
analytical solutions are used as a basis for measuring the performance of FDM, which in this
context is shown as an assertive tool, presenting good results for all numerical experiments

performed.

Keywords: Euler-Bernoulli dynamic model. finite differences. transverse vibration.

INTRODUCAO

O fendémeno de deflexdo, tal como vibracéo lateral de vigas, pode ser representado por quatro
modelos matematicos principais largamente encontrados na literatura: Euler-Bernoulli,
Rayleigh, Shear e Timoshenko. Esses modelos diferenciam-se pelos efeitos fisicos
considerados, via hipoteses simplificadoras, o que gera resultados com distintos niveis de
precisdo a depender da aplicacdo de interesse (HAN; BENAROYA; WEI, 1999). Dentre as
teorias postas a priori, a que resguarda a maior simplicidade é a de Euler-Bernoulli, vastamente
utilizada na area estrutural pratica, tanto quanto na academia, sendo capaz de gerar resultados
satisfatorios se aplicada com respeito as suas limitacdes e premissas, em detrimento as outras
teorias de viga, tal como a apresentada por Timoshenko (1937), cujo modelo para vibracdo de
vigas foi explorado no trabalho de Carrer et al. (2013).

A fundamentacdo matemaética utilizada como alicerce para os modelos citados anteriormente
baseia-se em equacOes diferenciais parciais (EDP). Tais equacdes sdo de trato algébrico mais
refinado, 0 que gera a demanda de técnicas especificas para a determinacdo de solucbes
analiticas. Todavia, ao depender da EDP em questdo, esta tarefa pode ser de sobremaneira

complexa ou, até mesmo, ndo possivel, o que torna as solugBes aproximadas o Unico meio
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possivel para obtencédo de resultados. Existem métodos numéricos com robustez suficiente para
solucionar esta classe de equacdes de forma precisa, dentre os quais destacam-se o Método dos
Elementos de Contorno (MEC), o Método dos Elementos Finitos (MEF), o Método de VVolumes
Finitos (MVF) e 0 Método das Diferencas Finitas (MDF). Neste estudo, a técnica de diferencas
finitas € utilizada para gerar as solucgdes aproximadas, a escolha foi feita pois se tratar de um
método com filosofia algébrica clara e de implementacdo relativamente simples, o que
corrobora com a exploragdo conceitual pretendida pelo vigente desenvolvimento. Em adicdo,
é importante ressaltar que sdo latentes as pesquisas acerca do tema proposto que utilizam outros
métodos numéricos que ndo o apresentado, tal como pode ser ilustrado pelas pesquisas de
Scuciato, Carrer e Mansur (2016) e Heyliger e Reddy (1988).

Gholampour et al (2017) avaliam a utilizagdo de uma formulagao de elementos finitos baseada
em tensdo e executam a analise estatica e dindmica de vigas com diversas condicOes de
contorno comparando-a com a formulacéo de elementos finitos apoiada em deslocamentos. A
configuracéo testada traz como grande vantagem a continuidade das tensdes ao longo da malha
nodal, além da continuidade dos deslocamentos. Proki¢, BeSevic e Luki¢ (2014) propdem um
método numérico com aplicacdo possivel em sistema de equacBes diferenciais de secunda
ordem, para isso, testam a proposi¢cdo em um modelo dindmico de viga de Timoshenko e, em
seguida, examinam o0 mesmo modelo com uma equacéo diferencial extra que contabiliza uma
solicitacdo dindmica flexo-torsional da viga. Franco e Chong (2016), em seu projeto, avaliam
numericamente, via método de diferengas finita, um modelo de vibracional de viga de Euler-
Bernoulli submetido ao carregamento de impacto. Scuciato e Carrer (2013) analisam o
comportamento de um modelo dindmico de Euler-Bernoulli via método de elementos de
contorno, utilizando solu¢Ges fundamentais transientes, as quais se apresentam mais adequadas
a este tipo de andlise, e obtém resultados satisfatorios quanto a precisdo e estabilidade.
Considerando os fatos expostos, o estudo proposto no vigente artigo € uma analise do modelo
de Euler-Bernoulli em sua versao dinamica, codificado por uma rotina na linguagem Octave, a
qual é caracterizada como sendo de alto nivel e foi escolhida devido a sua simplicidade do trato
de entidades matriciais, tal como sua eficiéncia em topicos como matematica simbolica e como
solucdo de sistemas lineares de forma pratica. As simulagdes foram executadas no intuito de
se determinar o comportamento desse modelo para diferentes configuracdes de vinculacdo da
viga. Ademais, procurou-se obter uma relagdo entre o modelo dindmico e o modelo estético.
A estrutura deste trabalho consiste em uma apresentacéo tedrica do modelo de Euler-Bernoulli

na secao 2, seguida do detalhamento da formulagdo numeérica via Método de Diferencas Finitas
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na secdo conseguinte 3. Por fim, na secdo 4, os resultados para simulacGes com diversas

condicdes de contorno classicas sao apresentados e interpretados.

A TEORIA DE EULER-BERNOULLI

A teoria de vigas de Euler-Bernoulli, também chamada frequentemente de teoria classica, foi
proposta no século XVIII, quando Leonhard Euler aprofundou os estudos anteriormente
realizados por Daniel e Jacob Bernoulli, conforme pode ser visto em maior profundidade em
Euler (1744). Tal principio considera, em sua formula¢do, 0 momento fletor e o deslocamento
lateral como agentes causadores da deflexdo e vibracao das vigas (HAN; BENAROYA; WEI,
1999). As hipoteses simplificadoras adotadas como diretrizes sdo diversas, tal como pode ser
apreciado na literatura em Beer et al. (2015), dentre elas, destaca-se a adogéo da premissa de
pequenas deformacdes, a negligéncia dos efeitos dos esforgos cortantes sobre a deflex&o lateral
e a caracteristica elastica-linear do material constituinte da viga, cuja matéria é distribuida de
forma homogénea e cuja variacdo de propriedades ao longo das direcdes da-se de maneira

isotrdpica.
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Figura 1 — Viga com carregamento arbitrario continuo.

Fonte: Elaborada pelos autores.

O modelo de Euler-Bernoulli estabelece que a curvatura de uma viga elastica em qualquer
ponto é correlata ao momento fletor interno atuante naquele ponto. Assim, por meio de um
equilibrio estatico entre forcas inerciais (internas-elésticas e externas-forcantes) e as devidas
tendéncias de rotagdo, admitindo tais premissas é possivel determinar a equacgdo de governo
para 0 modelo dindmico de viga, dado pela equacéao 1.

22 o*w(x, t) N 9%w(x,t) _ f(x,t)

1
dx* at? pA (1)
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Na figura 1 pode-se correlacionar as incognitas contidas nas equacfes 1 e 2 com 0 esquema
didatico a fim de elucidar o problema fisico, sendo w(x, t) denotado como a deflexdo da viga,
f(x,t) é a carga externa, E € 0 modulo de elasticidade longitudinal, I € 0 momento de inércia
da secdo transversal, p é a densidade do material, A é a area da secéo transversal, x € a variavel
espacial e t € a variavel temporal. As variaveis do lado esquerdo da equacéo 1, que sdo inerentes
a geometria e ao material que constitui a viga, sdo condensadas em apenas uma variavel c, no
intuito de simplificar a representacdo da modelagem matematica.

Em uma visdo um pouco mais voltada para a vertente fisica, pode-se interpretar a equacao 1
como um balanco de forgas, em que o termo forcante do lado direito da equacéo e as forcas de
inércia influenciam no valor do primeiro termo diferencial do lado esquerdo, que representa a
reposta em termos de carregamento interno na viga.

A equacdo 1 contém influéncias de variaveis temporais e espaciais, induzindo a imposicao de
condicdes iniciais e de contorno ao sistema. Considerando o esquema da figura 1, em cada
extremidade da viga ha duas condi¢bes de contorno que dependem do tipo de vinculacdo da
estrutura, podendo assumir uma configuracdo apoiada, engastada ou livre. As informacoes
providas podem ser quanto ao esforgo cortante, a0 momento fletor, a inclinacdo ou ao préprio

deslocamento, conforme é sintetizado na Tabela 1.

Tabela 1 — Condicdes de contorno referentes a cada tipo de extremidade.

Simplesmente

Livre Engastada
apoiada
Esforco cortante (V) Nulo — —
Momento fletor (M) Nulo Nulo —
Inclinagéo () — — Nula
Deslocamento (w) — Nulo Nulo

Fonte: Elaborada pelos autores.

As informagOes da Tabela 1 sdo suficientes para a solugdo do problema de valor inicial
referente a parte espacial da equagdo de governo, porque o esforco cortante, o0 momento fletor
e a inclinacdo sdo grandezas relacionadas ao deslocamento vertical, por meio das equacfes

diferenciais parciais 3, 4 e 5 abaixo.
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3w(x,t)

V() = —El— 3 @)
%2w(x,t)
M(x,t) = —El% 4)
ow(x,t)
0(x,t) = EI -~ (5)

Além das quatro condicGes de contorno fixadas, ainda sdo necessarias duas condic¢des iniciais:
o deslocamento vertical (w) e a velocidade (v) desse deslocamento no tempo inicial. Estas, por
seu turno, sdo representadas pelo termo de forgas de inércia no balanco de forcas (a derivada
parcial de segunda ordem da equacéo 1) e estéo relacionadas entre si pela equacgéo 6.

_ow(x, t)

o (6)

v(x, t)

Para a solucdo analitica do problema de viga dindmica, cuja a equacdo de governo é expressa
pela equacdo 1, provem da aplicacdo do Método de Separacgdo de Varidveis (MSV), no qual ha
uma proposta de solucdo que consiste no produto de duas funcées, uma exclusiva da posicao
espacial x, denotada W(x) e conhecida como modo de vibracdo ou como funcdo normal e outra
dependente apenas de t, denominada de T(t), como exposto pela equacdo 7 (RAO, 2014). A
estrutura na equacao 7, por sua vez, guarda forte significancia conceitual, uma vez que a
sobreposicdo de respostas harmonicas para varios modos de vibracdo resulta na formacéo do
valor da deflexdo pontual no continuo da viga. Neste contexto, € possivel inferir que todo
problema de vibragGes inclui também uma demanda de solucdo de uma sentenca de
autovalores, que resultam nas frequéncias naturais de vibracdo do sistema, dadas por w,,, que é

capaz de determinar propriamente cada modo de vibragao W, (x).

W0 = ) Wh()Ty(® 7)
n=1

A aplicacdo da separacdo de varidveis, apesar de definida por uma técnica matemaética,
resguarda muito da fisica da aplicacdo em questdo, ao passo que tem nas frequéncias naturais
wy, Sua constante de proporcionalidade ao dividir a equacdo diferencial parcial em duas
equacdes diferenciais ordinarias em funcdo do espaco e do tempo, tal como pode ser apreciado

na expresséo 8.

¢t d'w, -1 d’w, 2 ®)

W, (x) dx* = T,(t) dt? n
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As equac0es para as frequéncias naturais w,, e para a variavel auxiliar g,,, que considera estas
frequéncias e caracteristicas geométricas e constitutivas particulares da viga em guestéo, sdo

devidamente postas algebrizadas nas equagdes 9 e 10.

El
Wn = (ﬁnL)Z pAL* (9)
2
Bt =20 (10)

A solucdo da expressao 8 envolve a resolucdo de duas equac@es diferenciais ordinarias cujas
solucdes sdo generalizadas, ou seja, ndo consideram um problema particularizado por
condicdes iniciais e de contorno, tais equagdes sdo postas a seguir nos exemplos 11 e 12. A
estrutura da sentenca 11 mostra um nimero de constantes a determinar em mesmo numero das
condicdes de contorno que devem ser impostas ao problema de uma viga. Por outro lado, na
equacdo 12, tem-se a presenca de mais duas constantes, 4,, e B,, determinadas uma vez que
representa a influéncia do termo forgante f (x, t) na resposta da viga no dominio do tempo, que
de forma mais elaborada contabiliza a vibragdo em regime permanente, causada pela forca
externa aplicada (RAO, 2014).

Wy, (x) = Cicos(Bpx) + Cysen(Brx) + C3cosh(Bpx) + Cysenh(B,x) (11)

1 t 12)
T, (t) = A,cos(w,t) + B,sen(w,t) + mfo Q, (1) sen[w, (t — 7)]dt

Ainda no Gltimo termo da expressao 12, ha duas fungdes, Q,,(7) e b(x), dadas pelas expressdes
abaixo em 13 e 14. A demonstracao da expressdao 12 envolvendo o terceiro termo consiste em
uma tarefa relativamente complexa, em que ha a utilizacdo de conceitos de ortogonalidade
funcional e de técnicas mais elaboradas de solucdo de equacOes diferenciais ordinarias,

conforme pode ser apreciado em nivel de detalhes adequado em Rao (2014).

L
(D) = j £, ) Wy () dx (13)
0

L
b, = f W, % (x)dx (14)
0

Ademais, a funcdo Q,(z) da expressdo 12, quando apresentada na equagdo 13, sofre uma

alteracdo de parametro independente, esta se faz necessaria para evitar confundir os indices ¢
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com o t. O indice 7 esta relacionado com o intervalo de tempo compreendido entre O e t e, por
conta disso, a integral apresentada na expressao 12 esta relacionada a z, de forma a varrer todo
o intervalo.

Por fim, vale destacar que este artigo trata de casos de vibracdo forgada, com a restri¢do de que
a forca externa atuante na viga € constante no tempo. Além disso, esta pesquisa restringe-se
somente a quatro conjuntos de vinculagéo, sendo que cada um deles possui sua propria equacao
de frequéncia, que pode ser encontrada em Rao (2014). Tais conjuntos dizem respeito as
extremidades da viga e sdo estes: apoio-apoio, engaste-engaste, engaste-livre e engaste-apoio

dados pelas equacdes de 15 a 18, respectivamente.

sen(Byl) = 0 (15)
cos(Byl) - cosh(Bal) = 1 (16)
cos(Byl) - cosh(Byl) = 1 17)
tg(Bnl) — tgh(Bnl) = 0 (18)

FORMULACAO DE DIFERENCAS FINITAS
O método das diferencas finitas &€ uma técnica utilizada no intuito de gerar solugdes numeéricas
aproximadas para equacOes diferenciais. O procedimento consiste na substituicdo das
derivadas da equacdo de governo por aproximacdes baseadas em truncamentos da série de
Taylor (GILAT; SUBRAMANIAM, 2008).
A demanda de solucédo via aproximacdo por diferencas finitas justifica-se pela existéncia de
diversos problemas na engenharia que envolve equacdes diferenciais parciais de solucbes
analiticas trabalhosas ou, até mesmo, ndo conhecidas. Na equacdo de governo do modelo de
Euler-Bernoulli, as condi¢es iniciais e as condi¢des de contorno podem ser aproximadas de
maneira a transcrever o problema em forma discreta. A aproximagdo de quarta ordem por
diferencas centrais, utilizada na discretizacdo da parte estacionaria da equagédo de governo, é
apresentada na equacdo 19, da mesma forma que a aproximacgdo de segunda ordem por
diferencas centrais, aplicada ao termo dependente do tempo, é mostrada expressao 20
(CHAPRA; CANALE, 2011).

4w

1
ax*; = (4h)* (Wik+2 - 4'Wik+1 + 6Wik - 4Wik—1 + Wik—z) (19)
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92" N wktl — 2wk 4 wit (20)
at2; (At)?

E possivel perceber na expressdo 19 que, para uma aproximacao desta ordem, cada né i possui

quatro nos vizinhos. Enquanto que a expressao 20, por tratar de uma aproximacéo de derivada

de segunda ordem com respeito ao tempo, mostra dois instantes no tempo em torno do instante

k. Tais aproximac0es sdo utilizadas na expressdo diferencial ordinaria provinda da separacao

de variaveis e posta a seguir, por meio da equacéao 21.

EI Wi _ ok 4 k=1
—(Ah)4 (W{iz — 4wk + 6wk — 4wl + Wik_z) + pA— (Atsz L= fk (21)

A equacdo 21 pode ser reorganizada na forma da equagdo 22, de modo a se isolar o termo

representante do deslocamento do n6 central com um passo no tempo.

e (AD°
wiTh = A

El
[fik ~anr (W{iz — 4wk | + 6wk — 4wl + Wl-k_z)] + 2wl —wkt (22)

As trés equacdes diferenciais (3, 4 e 5) referentes as condi¢Ges de contorno podem ser

discretizadas conforme as equacdes de 23 a 25.

k
I*w ~ wilz — 2wy + 2wl —wl, (23)
ax3i - 2(Ah)3
k
9%w N wk | — 2wk +wk (24)
ox?; (4h)?
a_Wk ~ why —wi (25)
axi - 24h

E entre as duas condicdes iniciais, citadas na se¢do anterior, uma, referente a velocidade inicial,
é dada por uma equacdo diferencial na equacdo 6 e pode ser transcrita para a forma discreta
conforme a expresséo 26.

K k+1 _ . k-1
ow™ _w; w; (26)

at; . 24t
Em resumo, realizar todas estas aproximacdes € alterar a abordagem continua do problema para
uma abordagem discreta, ou seja, ndo é calculada a deflexdo em todo o continuo do dominio,
e sim em pontos discretos dele, criando-se assim uma malha de pontos em que sdo realizados
todos os célculos.
Como o modelo classico se trata de um problema de dimens6es espacial e temporal, em cada

instante de tempo surge uma malha na forma de vetor, com pontos a Ax de distancia entre si.
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Analogamente, cada instante de tempo (passo no tempo) se separa dos instantes vizinhos por
um intervalo At.

Como aponta Cengel e Ghajar (2012), se a variacdo temporal utilizada néo for suficientemente
pequena, as solucgdes obtidas oscilam severamente e divergem da solugéo real, no caso de uma
discretizacdo explicita tal como posta na equacdo 22. Ha& métodos para se contornar esta
deficiéncia e se determinar um valor limite para a variacdo do tempo At, podendo este ser
encontrado por meio de uma andlise fisica do problema ou matematicamente, a partir, por
exemplo, da andlise de estabilidade de von Neumann (OZISIK, 1994).

Neste problema, o ponto que deve possuir a maior contribuicdo é o ponto cuja posicao é a
mesma do termo que foi isolado, portanto seu coeficiente deve ter valor positivo. Fazendo com
que todos os coeficientes que multiplicam o termo de posi¢do x sejam positivos e isolando o
passo no tempo, tem-se a condicdo de estabilidade, como mostrada a seguir.

pAAx* @7)

At <
3E1

Com a condicdo apresentada na equacdo 27, temos uma restricdo para o tamanho do passo no
tempo de forma que os resultados ndo se tornem divergentes. Ao utilizar um passo no tempo
que seja inadequado, ou seja, que ndo respeite essa restri¢do, os resultados apresentados pelo
problema se tornam, a cada passo no tempo, mais distantes do resultado esperado, até que
tendam ao infinito.

Ademais, para a validacdo do critério de estabilidade, foram realizadas trés simulacdes: a
primeira com valor do passo no tempo igual ao critério de estabilidade, a segunda com um
valor aproximadamente 15% menor e a terceira com um valor cerca de 25% menor. A primeira
simulacdo apresentou, com poucos passos no tempo, resultados oscilando entre o infinito
positivo e negativo, enquanto as outras duas simulagcfes apresentaram os resultados esperados.
Dessa forma, a rotina foi elaborada utilizando-se valores de passo no tempo de acordo com a

segunda simulacéo testada, conforme € mostrado a seguir.

AAx*
A= [PE2 (28)
’ AE]
RESULTADOS E DISCUSSAO

Para todas as simulagdes, foram utilizadas as mesmas configuracdes de carregamento e de viga

dadas pela Tabela 2. Como ja citado, as simulacdes foram restritas a quatro conjuntos de
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vinculacdo: apoio-apoio (AA), engaste-engaste (EE), engaste-livre (EL) e engaste-apoio (EA).
Para cumprir os propdsitos desse estudo, uma malha seré considerada como tendo convergido

se a taxa de erro for inferior a 1,5%.

Tabela 2 — Dados referentes as simulagdes.

Mddulo de elasticidade longitudinal (E) 69 GPa
Massa especifica (y) 2700 kg/m?®
Area de secdo transversal (A) 0,21 m?
Momento de inércia (1) 0,0086 m*
Comprimento (1) 1m
Carregamento uniformemente distribuido (f (x, t)) 10 kN/m

Fonte: Elaborada pelos autores.

O primeiro conjunto de simulagdes teve como objetivo validar a rotina elaborada e permitir a
realizacdo de uma primeira andalise da acuidade do MDF em relacdo as vinculagfes. Nestas
simulacdes, foi realizado somente o refinamento da malha espacial, ou seja, 0 passo no tempo
foi mantido constante, assumindo um valor de acordo com a equacao 28 aplicada para a ultima
malha, que possui o maior refinamento espacial. Dessas simulagdes, foi coletado o erro médio
referente a comparacéo entre todo o conjunto de resultados numéricos com o analitico (Figura
2).

Na figura 2, pode-se observar a convergéncia das malhas, com erros inferiores a 1,5% a partir
da malha de 31 nos espaciais. A analise do grafico mostra que, inicialmente, o conjunto
vinculativo EE possui menor precisdo de resultados, seguido de EA, EL e, por ultimo, AA.
Porém, apds o refinamento de 31 nos espaciais, observa-se que o conjunto EL é superado pelos
conjuntos EE e EA, tornando-se entdo o menos preciso, fato que se mantém até mesmo na
malha de 61 nds. Observa-se, portanto, dois fenbmenos: uma imprecisdo inicial e uma
dificuldade de convergéncia.

Para explicar esses dois fendmenos, elaborou-se a seguinte hipotese: a imprecisao inicial
observada é consequéncia do grau de rigidez do conjunto de vinculagdes e, por conta disso, 0
conjunto AA gera a maior acuidade e o conjunto EE, a menor; ja a dificuldade de convergéncia
é causada pela natureza da condicdo de contorno da vinculagdo, o que explica o porqué da
vinculagdo EL convergir mais lentamente, uma vez que o vinculo livre possui uma derivada de
terceira ordem como condigéo de contorno, enquanto os outros tipos de vinculagdo possuem

condigdes de contorno restritas a segunda e a primeira ordem.
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Figura 2 — Erro médio.

Fonte: Elaborado pelos autores.

Essa hipotese ndo se relaciona com a natureza dinamica do problema, mas sim com a natureza
das vinculagOes, portanto espera-se que ao se aplicar as mesmas condi¢cdes em um problema
estatico, tal comportamento se repita. Por conta disso, foram realizadas simulacdes de sistema
estatico, ou seja, sem a presenca do fator tempo. nesse sentido, o gréafico seguinte apresenta 0s
resultados destas simulacdes.

Por se tratar de um problema mais simples que o caso dindmico, ndo é necessario um
refinamento espacial tdo apurado para se obter resultados satisfatorios. Como esperado, o
comportamento apresentado no caso dinamico foi também observado no caso estatico, porém
em menor escala devido a diferenca de simplicidade entre os modelos estatico e dinamico.
Entretanto, embora tenham um bom embasamento, essas duas andlises ainda ndo sdo
conclusivas. Para se confirmar a hipdtese apresentada, é necessario avaliar se 0 comportamento
é exclusivo do modelo ou do método numérico utilizado neste estudo. Ao se observar a anélise
realizada por Carrer et al (2012), constatou-se que tal comportamento se repetiu, mesmo com
a utilizacdo do modelo de Timoshenko simulado via MEF, o que elimina a possibilidade do

comportamento estar relacionado, exclusivamente, ao modelo de Euler-Bernoulli ou ao MDF.
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Condigoes de Vinculagao
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Figura 3 — Erro medio no caso estatico.

Fonte: Elaborado pelos autores.

Também procurou-se observar o modo como os resultados do modelo dindmico se relacionam
com o modelo estatico. No modelo dindmico, ocorre uma oscilacdo dos valores das flechas no
tempo, ou seja, a estrutura vibra, tal efeito, contudo, é diferente do que acontece no modelo
estatico. Dessa forma, a relacdo entre os resultados dos dois modelos € estabelecida por meio
da comparacdo do valor obtido da flecha de equilibrio da oscilagdo com aquela modelo estatico
de viga, como pode ser visto na figura 4. Assim, esperava-se que o calculo da média das flechas,
ao longo do tempo, de um ponto qualquer, resultasse no préprio valor da flecha estéatica.

Ao se realizar as simulacdes e coletar esses dados, gerando-se uma curva com a média das
flechas dindmicas e o célculo do erro desta em relacdo a curva estatica, observou-se uma
convergéncia de resultados, evidenciando que essa correspondéncia entre 0 modelo dindmico
e o estatico é valida. Também foi identificado um comportamento andémalo, no qual essa
convergéncia ocorre acompanhada de uma oscilacdo no valor dos erros medios comparativos,
tal como pode ser visto na figura 4.

Para garantir que este comportamento ndo seja ocasionado por um desequilibrio entre o
refinamento espacial e o temporal, foi realizada uma outra bateria de simulacgdes, na qual o
passo no tempo de cada malha foi determinado conforme a equacgéo 28. Os resultados destas
simulagdes estdo apresentados na figura 5, na qual pode-se perceber o comportamento

oscilatorio citado no paragrafo anterior.
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Figura 4 — Relacdo flecha média dinamica e flecha estatica com refinamento espacial.

Fonte: Elaborado pelos autores.

-] Condigdes de Vinculacdao
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Nivel de Refinamento

Figura 5 — Relacéo entre dindmico e estatico com refinamento espago-temporal.

Fonte: Elaborado pelos autores.

Para tentar determinar o fator responsavel por esse fendbmeno, faz-se uma analise da
distribuicéo espacial do erro ao longo da malha espacial. Com isso, observa-se que os picos de
erro ocorrem proximos de onde a curva elastica possui inclinagdo nula. Desse modo identifica-
se uma regido critica na viga, onde 0 erro apresenta-se muito superior ao restante da estrutura,

explicando o fenbmeno anteriormente apresentado. O processo de refinamento da malha
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espacial consiste em acrescentar pontos discretos na malha equidistante, o que provoca uma
variacdo entre o balanco de pontos dentro e fora da regido critica gerando um ciclo oscilatorio,
em que 0 dpice ocorre ao acrescentar pontos dentro dessa regiéo.

Essas distribuicdes de erro sdo apresentadas nos quatro gréaficos que se seguem, relativos aos
quatro conjuntos vinculativos estudados. Nestes observa-se, novamente, que a vinculacdo AA
apresenta 0s menores erros, tendo o seu pico no centro do vao; ja as vinculacdes EE e EA
apresentam picos de erro no engaste e picos secundarios proximo ao meio vao, local de
inclinacdo zero também; por fim, como era de se esperar, 0 conjunto EL possui 0 maior indice
de erro ao longo do véo, tendo seu pico no engaste e sem picos secundarios, por ndo possuir
ponto de inclinacdo zero além do engaste.

Figura 6 — Distribuigdo de erro na vinculagédo AA.
0,0030 —

0,0025 —

0,0020 — |

0,0015 —

0,0010 —||

Distribuicao de Erro Local (%)

0,0005

0,0000

10 20 30 40 50 60

Pontos Nodais
Fonte: Elaborado pelos autores.
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Figura 7 — Distribuicdo de erro na vinculacdo EL.

Fonte: Elaborado pelos autores.
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Figura 8 — Distribuicéo de erro na vinculagdo EA.

Fonte: Elaborado pelos autores.
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Figura 9 — Distribuicdo de erro na vinculacdo EE.

Fonte: Elaborado pelos autores.

CONSIDERACOES FINAIS

Conclui-se com este estudo que as configuracbes de vinculacdo que possuem rigidez maior
apresentam precisdo inferior quando verificadas em uma malha menos refinada. Além disso,
observou-se também que as vinculagbes que acarretam em uma condi¢cdo de contorno
dependente de derivadas de ordens mais elevadas, apresentam uma maior dificuldade de
convergir, por conta de sua complexidade.

Como constatado, esta relagdo entre as configuragdes de vinculacdo e os resultados
apresentados ndo é exclusiva do modelo dindmico de Euler-Bernoulli e do MDF, porque
verifica-se comportamento analogo no modelo estatico e em outros modelos matematicos que
governam a deflexdo de vigas, assim como em outros métodos numéricos. Portanto, este
comportamento € natural & vinculacéo e ndo a modelagem matematica ou ao método numeérico
empregado.

Ademais, por meio da comparacdo entre 0 modelo dindmico e o estatico, depreende-se que a
flecha média do modelo dindmico resulta no mesmo valor da flecha estética. Ao se avaliar esta

relacdo, observou-se um comportamento anémalo, entretanto a oscilagdo apresentada tende a
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convergir. Consequentemente, sua descoberta ndo invalida a relacdo citada entre os modelos
dindmico e estatico, mas sim evidencia um grau de complexidade superior ao esperado.

O estabelecimento de um critério de estabilidade adequado constituiu um dos desafios a serem
transpostos, uma vez que ha mais de uma abordagem possivel, além disso, ndo é comum na
literatura a apresentacdo do critério para o problema em questdo. A distribuicdo de erros
também constituiu uma barreira importante, pois a identificacdo das regides criticas
identificadas com maiores indices de erro, como coincidentes de pontos de inclinagdo nula,
também ndo é trivial nem automatica.

Com base na experiéncia adquirida neste estudo, pode-se propor para futuros estudos uma
analise mais aprofundada das regides criticas, avaliando se a presenca de outros parametros
ameniza a oscilagdo identificada ao se comparar a média da flecha dindmica com a flecha
estatica, bem como uma investigacdo da configuracdo de vinculagdo livre-livre,

matematicamente possivel e relevante para avaliacdo de certos comportamentos.
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