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Resumo

Na seara da fisica matematica ha uma ampla gama de modelos tedricos correlacionados aos mais diversos fenémenos fisicos
da natureza. Muitos destes fenémenos apresentam peculiaridades e caracteristicas especificas, que por sua vez, tornam as
analises e tratamentos matematicos mais desafiadores em complexidade. Em virtude disto, o processo de modelagem deve
seguir um sistema metdédico sequencial, de forma a garantir como produto final um modelo adequadamente ajustado a
aplicacdo demandada. Para tanto, pode-se, para uma grande diversidade de fenémenos, recorrer a conceitos fisicos
conservativos, direcionando o fluxo origindrio para uma ciéncia unificada. Portanto, o presente artigo busca induzir uma
Otica conceitual generalista, expondo a mecanica do continuo como um viés de convergéncia para a metodologia do
processo de modelagem.
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A CONCEPTUAL APPROACH OF THE CONTINUOS MECHANIC APPLIED TO THE
PROCESS OF MODELING IN MATHEMATICAL PHYSICS

Abstract

In the area of the mathematical physics there is a wide range of theoretical models correlated to the most diverse physical
phenomena of the nature. Many of these phenomena reveal specific peculiarities and characteristics, which in turn make
mathematical analyzes and treatments more challenging in complexity. Therefore, the modeling process must follow a
sequential methodical system, in order to guarantee as a final product a model that is appropriately adjusted to the
demanded application. For this reason, it is possible for a great diversity of phenomena to resort the conservative physical
concepts, directing the original flow to a unified science. Therefore, the present article seeks to induce a generalist
conceptual viewpoint, exposing the continuum mechanics as a convergence bias for the methodology of the modeling
process.
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1 INTRODUCAO

A filosofia de trabalho da engenharia moderna baseia-se fortemente no uso de métodos
numéricos e simulagdo, tanto para a construcdo de conhecimento na area cientifica, como também na
implementacao de projetos. Tal trago caracteristico vem de uma demanda contemporanea de execugao
de pesquisas e aplicacbes em curtos horizontes de tempo, exigindo-se sempre ferramentas que
fornecam dinamismo, flexibilidade e possibilidade de buscar constantemente o conceito de otimizacao.

Em contrapartida ao grande potencial computacional existente, faz-se imprescindivel que a
operacdo destas simulacdes numéricas, citadas a priori, se dé através de um profissional com adequada
base conceitual-analitica acerca do fendmeno fisico de interesse. Este arcabouco conceitual apoia-se de
maneira central em dois alicerces, sendo que o primeiro deles consiste em um entendimento acertado
dos mecanismos fisicos que regem o fenomeno de trabalho. O segundo alicerce, por sua vez, apoia-se
na necessidade de descrever matematicamente um contexto fenomenol6gico, processo denominado de
modelagem.

A modelagem matematica representa uma vertente central da engenharia, onde ha uma tentativa
de aproximar uma realidade fisica complexa através de um modelo matematico em seu formato mais
verossimil possivel. Em sintese, a engenharia tem entdo como cerne a caracteristica de formulacdo de
modelos baseada em aproximagodes conscientes.

O amplo espectro de modelos matematicos utilizados na engenharia, em todas as suas vertentes
de aplicacdo, apresenta uma linha de convergéncia elementar. Tal assertiva contém uma filosofia
recursiva, em que os modelos sdao baseados em observacdes de fendmenos naturais, e por consequéncia

devem entdo respeitar rigorosamente as leis fisicas de conservacao.

2 FUNDAMENTOS DA MECANICA DO CONTINUO
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A definicdo da ética de abordagem a ser utilizada na analise de um fendmeno fisico é o primeiro
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grande parametro de decisdo na direcao de descrever e modelar o mesmo. Neste ambito, existem duas
grandes correntes: andlise macroscopica e microscopica. A vertente macroscépica preocupa-se de
forma central com efeitos globais sobre um sistema ou volume de controle. Em contrapartida, a linha
microscopica adentra na natureza molecular da matéria, levando em consideracao efeitos que ocorrem
neste nivel. O tratamento matematico dado a cada uma dessas configuracGes é estocastico, no caso da
analise molecular, e deterministico, no caso de abordagens tipicas em engenharia. A constituicdo
generalista de um material pode ser dada em funcdo de espagos vazios e outros alocados com matéria,
caracterizando assim o conceito de descontinuidade. Entretanto, uma abordagem neste nivel de
realismo atribui um alto grau de complexidade ao tratamento de qualquer fendmeno fisico. Uma
grande hipdtese aproximativa seria tratar o meio material como um continuo, ou seja, desconsiderando
a auséncia de matéria. A aparente simplicidade implicita no principio do continuo ndo traduz em um
primeiro momento suas consequéncias simplificadoras e elegancia conceitual (FUNG, 1977).

A composicdo do meio material integralmente por matéria permite a definicdo fisico-
matematica de um campo de determinada propriedade arbitraria. Entende-se por campo o mapeamento
do valor de uma propriedade fisica ao longo do espaco-tempo. E importante observar que essa
definicdo s6 é possivel quando da eliminacdo das descontinuidades via principio do continuo.
Consequentemente, se 0 campo existe, é continuo em todo o dominio, suas derivadas também existem e
sdo continuas, permitindo o uso de modelos matematicos para a descricdio do fendmeno (REDDY,
JUNUTHULA NARASIMHA, 2007) .

No contexto da mecanica do continuo, é possivel destacar de sobremaneira trés principios
fundamentais que criam todo o embasamento dessa area tdo ampla e relevante. O primeiro baseia-se na
conservacao da massa ou matéria e talvez seja o mais indutivo e primordial entre eles, posto em

notacdo conveniente e no formato diferencial a seguir.

5_P+i(pui):0 )
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Sendo que, p é a massa especifica do material, U; sdo os componentes do vetor
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velocidade, t e X; sdo as variaveis independentes relacionadas a coordenadas espaciais e ao
tempo, respectivamente. A interpretacdao basica a ser feita na conservacdo da massa apoia-se
diretamente sobre o sentido fisico do divergente, representado acima na equacao 1 pelo segundo termo
do lado esquerdo. Este operador tensorial contabiliza um balanco liquido de fluxo de massa resultante
na saida do volume de controle. Visto isto, s6 ha acumulacdo de massa no volume de controle,
quantificada pelo primeiro termo, se houver desbalanceio indicado pelo divergente.

Em sequéncia, é possivel destacar de sobremaneira a conservacao do momento linear de um

material, que se baseia na segunda lei de Newton para dinamica.

du.  du, do. (2)
pl—+u,—|=pf.+=—L
ot Jax,| T ax,

Onde 0; é denominado como tensor das tensoes do material, fi o vetor das forgas de
campo, U; e U; sdo as componentes do vetor velocidade, respectivamente. Desta forma, uma
rapida analise da equacdo 2 revela precisamente a mesma estrutura algébrica da segunda lei de Newton,
destoando apenas em sua notacdo. Perceba-se que o termo do lado esquerdo refere-se a aceleracao
substantiva da particula de material. Por sua vez, tal aceleracdao so pode ser causada por um balanco de
forcas atuando na particula. Desta forma, as forcas de campo sdo contabilizadas no primeiro termo do
lado direito, e as forcas de superficie pelo termo conseguinte no divergente da tensdo, totalizando,
portanto, a forca resultante que acelera a particula de material.

Por fim, o terceiro e ndo menos importante principio conservativo é, por definicdo, a primeira
lei da termodinamica, cuja esséncia é a conservacao da energia. Uma manipulacdo ndo tdao breve da
primeira lei, utilizando um equilibrio diferencial em um volume de controle e aliado a algumas

manipulagoes tensoriais, encaminha-nos a seguinte expressao.
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0 0 _
E(PCPT)’fa—Xj(PCPUiT)—BT

0X;

i
j 0x; 0x;

Na equacdo 3, sabe-se que p éapressdo, C, o calor especifico a pressdo constante, T
a temperatura, ¢; denotado como o vetor fluxo de calor, f sendo o coeficiente de expansdo
volumétrica térmica e X; sdo as componentes das coordenadas espaciais. Esta forma da equagdo da
energia é de sobremaneira geral levando em contabilizacdo os efeitos da compressibilidade, efeitos da
dissipacdo viscosa, além dos classicos efeitos de adveccdo de difusdo de calor em regime transiente. E
importante salientar que o segundo termo do lado direito, termo de dissipacdo viscosa, conserva o
formato do tensor viscoso do fluido de forma generalizada ( T; ), o que indica que a modelagem da
reologia de fluido fica a critério. H4 também uma demanda pela definicdo reol6gica do material
continuo considerado nas leis conservativas. Ha inumeros modelos reolégicos disponiveis na tentativa
de descrever, de forma assertiva, o comportamento dos mais variados tipos de materiais, como pode ser
visto com mais propriedade na obra de Barnes, Hutton e Walters (1989).

Dentre eles, os mais classicos e fundamentais sdao os modelos de fluido newtoniano e sélido
elastico hookeano, trazidos abaixo. O tensor do fluido newtoniano é traduzido de forma completa pelas
equacgoes 4 e 5, que modelam o tensor das tensoes tripartido em trés grandes influéncias. A primeira
delas é dada pelo termo dependente do tensor taxa de cisalhamento D; , cujas componentes sdo
formadas em dependéncia com o campo de velocidade do escoamento. O segundo é caracterizado por
uma constante A , cujo valor se assume proporcional a viscosidade que multiplica o divergente do
campo de velocidade representado por D, , resumindo-se assim em um termo que contabiliza
efeitos de compressibilidade e que se anula, caso a hipétese de incompressibilidade seja adotada. Por
fim, o terceiro termo representa o efeito da pressdo termodindmica, que s6 se manifesta presente nos

termos da diagonal principal, ou seja, nas solicitacdes ao fluido de natureza normal (ARIS, 2012).

0,=2uD,+(ADy - p|é, 4)
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Ja o tensor de um solido elastico ideal, trazido a seguir pela equacao 6, exibe uma relacdo linear
entre a tensdo O0; e o estado atual de deformagdo €; . E interessante perceber que esta relacdo

depende tunica e exclusivamente de propriedades do material, como modulo de elasticidade

longitudinal do material, E , e seu coeficiente de Poisson v (TIMOSHENKO; GOODIER, 1951).

_ E VE (6)
= ; 8,
T Ty T Ty 1 —2v)

As equacOes constitutivas 4 e 5 sdo suficientes para a caracterizacdo classica de materiais,
restando apenas a constituicdo do fluxo de calor, que toma forma como ultimo termo da equacao de
energia em 3. Para tanto, usa-se a lei de Fourier, vastamente conhecida nas literaturas correlatas a area
térmica, onde —kij representa um tensor constitutivo do material, enquanto T, ilustra o

gradiente térmico que motiva o fluxo em cada direcdo coordenada (OZISIK, 1993).

qj:—kl.jT,i (7)

E possivel inferir que as leis conservativas gerais constituem a base comum para uma ampla
gama de modelos matematicos descritivos de fendmenos fisicos que figuram em é&reas como
termofluidos, mecanica dos sélidos, eletromagnetismo, entre outras. Neste contexto, a geracao de
modelos analiticos de engenharia é proveniente de uma adequada interpretacdo das leis naturais
sobrepostas a aplicacdo de hipéteses simplificadoras e modelos constitutivos devidamente ajustados ao

problema fisico alvo.

3 MODELAGEM MATEMATICA
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O processo de modelamento matematico na engenharia é de importancia fundamental, uma vez
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que, por meio dele, a realidade fisica é contabilizada em termos matematicos no intuito mais verossimil
possivel. Nesta visdo, é possivel interpretar o ato de modelar como uma grande aproximacao
consciente, que edifica uma ponte fisico-matematica, traduzindo em termos quantificaveis o fendmeno
observéavel (CLOVIS, 1995).

A ampla gama de modelos existentes na descricao de problemas fisicos apresenta um ponto de
convergéncia, que reside em um alicerce de partida fundamentado em principios conservativos gerais.
Desta forma, uma vez no dominio de tais principios, é possivel particularizar modelos matematicos
adequados através da adocao de hipéteses simplificadoras convenientes. Tal recorréncia dos modelos
especificos em relagdo a leis fisicas mais amplas pode ser interpretada acertadamente como a
obediéncia incondicional as conservacdes da fisica (BIRD; ARMSTRONG; HASSAGER, 1987).

A modelagem aplicada em engenharia deve, portanto, ser realizada de forma sistémica, ou seja,
deve-se guiar por uma sequéncia de passos pré-definidos que garantam, ao final do processo, um
modelo cujo potencial de solucdo atende a demanda de aplicacdo. Nesse intuito, é mostrado abaixo um

fluxograma que busca ilustrar tal concep¢ao sequencial de forma sintética.

Figura 1- Metodologia da modelagem matematica.
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MEAENATICD MECANICA DO CONTINUO EQUAGOES
AJUSTADO CONSTITUTIVAS
; ROCESSO D
SOLUGAO DO x MODELO
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ATENDEU

FIM

Fonte: Elaborado pelos autores.

O fluxo mostrado na Figura 1 tem inicio com um fenémeno fisico cuja aplicacdo de interesse
pratico estd correlata a um nivel de complexidade arbitrario. Uma vez definida tal complexidade, é
encargo do engenheiro/pesquisador a selecdo adequada das hipéteses simplificadoras convenientes ao
problema, assim como a caracterizacdao dos materiais continuos via equacdes constitutivas. Estas
caracterizacOes e simplificacdes, por sua vez, sdo utilizadas como ferramentas para a adaptacao das
equacoes conservativas gerais da mecanica do continuo a aplicagdo em questao.

Ao findar destes passos, é possivel gerar um modelo matematico ajustado que, teoricamente,
representa com boa aderéncia o problema pratico a ser trabalhado. Neste ponto, a solu¢do do modelo
proposto pode ser atingida através de técnicas analiticas ou numéricas. Em posse da solucao, um
procedimento de validagdo é iniciado visando a verificacdo de verossimilhanca do modelo com relagdo
ao comportamento real do fendmeno (FORTUNA, 2000).

A verificagdo citada anteriormente pode resultar em uma confirmacdo do modelo como
adequado, ocasionando o encerramento do processo de modelagem, ou constatar a discrepancia entre a

previsdo matemadtica e o comportamento fisico conhecido. Neste segundo caso, cria-se uma demanda
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por laco, em que novas hipoteses e equacoes constitutivas devem ser propostas, no intuito de gerar um

ISSN: 2359-4799

modelo que seja, de fato, adequado.

Por fim, devido a caracteristica ampla e abstrata do processo de modelagem, torna-se inviavel a
explicitacdo minuciosa dos detalhes envolvidos no decorrer do algoritmo. Nesta demanda € coerente a
correlacdao do fluxograma exposto com um fendmeno fisico classico da engenharia. Assim, dentre o
largo espectro de fendmenos disponiveis, a conveccdo de um fluido serd selecionada para
operacionalizar tais andlises. A escolha justifica-se majoritariamente devido a riqueza conceitual e
algébrica presente nesta seara, que por sua vez viabiliza uma rica exploracdo de todo o sequenciamento

de modelagem.
4 METODOLOGIA APLICADA A MODELAGEM EM FiSICA MATEMATICA

Em busca de uma exposicdo clara da metodologia de modelagem, um problema convectivo é
tomado como base para detalhar a mecanica exposta na Figura 1. O fendmeno fisico de convecgao, por
conceito, é definido como um escoamento com troca de calor ocorrendo simultaneamente. Tal
fendmeno tem importancia de aplicacdo ampla na engenharia, como pode ser apreciado em Burmeister
(1993).

A descricdo completa de um problema de conveccdao pode ser feita utilizando os principios
conservativos gerais anteriormente expostos e recolocados abaixo por conveniéncia. E possivel notar a
dependéncia do conjunto de equacdes em relacio a trés campos: de velocidade V , campo de pressido

p e campo de temperatura 1 (SCHLICHTING et al., 1960).

0 0
a—[;+a—)<i(pui):0

aui+ oy, | +aaij
ot ik, TP o ®)

J

p
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T|=BT

)+T.. oy, + 9,
X

0 0
E(PCPT)"'G—X]‘(PCPUI uaxj 5Xj

J

E possivel notar que o meio continuo no qual se ddo as conservacdes de entidades ndo foi
definido, sendo necessario entdo utilizar as equacdes constitutivas, que correlacionam variaveis
secundarias (tensores) com varidveis primarias (velocidade, pressdao e temperatura), conforme Reddy,
J.N (2009) , no intuito de caracterizar o meio continuo como um fluido newtoniano. Para tanto, aplica-
se a construcdo reoldgica dada pela expressao 4 para modelar o tensor das tensdes do material no
balanco de momentum, as expressdes 5 e 7, para caracterizar o tensor viscoso e o fluxo térmico,
segundo a Lei de Fourier no balanco de energia, ambos presentes em 8. O conjunto de equagoes
formado por estas diferenciais reescritas pode ser representado ainda em notacgdo indicial da forma a

seguir.

0 0
a3y Pul=0

au ou,| K ou, 0 au 6u

at ujaxj')_pfi ax| P! ax,|"|ox, "o "
s 5 B a_p ap au au ou, au 0 oT
at(pCPT)+6Xj(pCpuiT)_BT(at Jax ax ax )\axk 0x; axj 0x,

Onde U, e X, sdo as componentes do vetor velocidade e das coordenadas espaciais.
Quanto a complexibilidade do conjunto basta lembrar que as propriedades de transporte tais como
viscosidade ( p ) e condutividade ( k ), bem como as termodinamicas, como massa especifica (

p ) e calor especifico a pressdo constante ( €, ) sdo dependentes de pressao ( p e temperatura (
T , e, portanto, as equacOes de momento e energia encontram-se acopladas, devendo ser
solucionadas de forma simultanea, juntamente com a continuidade. Nestes moldes, as equacdes em 9 s

permitem solu¢ao numérica.
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Quanto a aplicabilidade, 0 modelo acima ainda é bastante generalista, abrangendo situagcdes
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transientes, com efeitos de compressibilidade, meios potencialmente anisotropicos, possibilidade de
contabilizacdo da dissipacdo viscosa e até mesmo adaptacdo para casos turbulentos. Com isso, é
possivel inferir que as aplicacdes de engenharia hipoteticamente modeladas por tais equacées sdo
sobremaneira vastas.

Entretanto, a adaptacdo efetiva de um modelo para uma situagdo pratica requer a adocao de
hipoteses simplificadoras convenientes, tal como mostrado no fluxo da Figura 1. Para tanto,
desprezam-se efeitos transientes, de compressibilidade, de forcas de campo e ainda considera-se um
escoamento em formato de fluxo laminar, de um fluido constitutivamente isotrépico. Ao considerar tais

simplificacOes, gera-se o modelo ajustado resultante a seguir.

oy,

ox,
ou;, -dp ., 0 du; Ou;

puj@xj_ 0x, +8xj H 8xj+8xl. (10)
OluT| | [ou, du\|du, . o [, oT

pc =|u + +
P ox; 0x; 0x,/|0x; 0x;| 0x;

O conjunto diferencial mostrado acima é adequado a modelar a conveccdo forcada interna de
um fluido. Um olhar mais cuidadoso sobre a expressao 9 revela que o termo de dissipacdo viscosa se
mantém preservado até o momento, permitindo uma reflexao acerca de sua importancia no modelo. A
depender do fluido de trabalho em uma determinada aplicacao, este termo pode ou ndo ser relevante no
balanco energético. A nivel de ilustracdo, escoamentos internos hidraulicos, em quase sua totalidade,
podem desprezar este efeito, em detrimento de escoamentos de 6leos em mancais de rolamento usados
em eixos mecanicos, nos quais os efeitos de dissipacdo sdo essencialmente relevantes.

Nesta linha de raciocinio, no decorrer do processo de modelagem, faz-se necessario o

conhecimento relativo entre as magnitudes dos efeitos fisicos presentes no fendmeno em foco. Tal
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andalise relativa entre efeitos pode ser explicitada de modo eficiente através da forma adimensionalizada
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do modelo ajustado da expressdao 10. Tal procedimento é efetuado através dos parametros definidos
abaixo, recorrentes na literatura. Neste procedimento, despreza-se a dissipacdo viscosa por

conveniéncia.

<
~

|
~

S

xi= i} u (1)
n Lc n

Il}
m< |:'
!
Il
~
8
|
e
<
Il
o
=

Para a adimensionalizagdo dos termos X,,u, , T e p ,sendo que n é um indice
indicativo de uma direcdo coordenada, usa-se comprimento caracteristico ( L. , a velocidade
caracteristico (V. , a temperatura da superficie ( T, ) e a temperatura do fluido ( T, ). Com um
algebrismo relativamente simples, é possivel gerar um conjunto adimensional tal como segue, que
apresenta multiplas vantagens, dentre elas o aproveitamento para a modelagem de problemas fisicos

com dados numéricos distintos via similaridade (SCHLICHTING et al., 1960).

o
ou,

K=
0x,

0

ubﬁu?:—apéi_i 3 6u§’+6u§
jéxj. ox; R, ox;[|0x; 0Ox;

J

(12)

ouT) 1 &1
0X;  Pe; 0x;0x;

Uma analise sobre a conservacao de momento adimensional revela o surgimento do grupamento
de Reynolds ( %, , responsavel por contabilizar a magnitude dos efeitos inerciais em contrapartida

aos efeitos viscosos. Tal ideia de importancia é de grande relevancia pratica ao elaborar modelos, uma
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vez que modelos mais simples e adequados podem ser adotados sempre que possivel, gerando melhor
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ajuste e economia na solucdao de tais estruturas matematicas. Uma exemplificacdo classica pode ser
dada na consideracdao de um escoamento em alta velocidade nos arredores da asa de uma aeronave,
onde os efeitos viscosos se fazem relevantes na regido de camada-limite, mas podem convenientemente
ser desprezados fora dela.
No mesmo contexto é possivel observar o papel determinante exercido pelo nimero de Peclét (
Pe; ) na equacdo de energia p6s-adimensionalizagdo. Os efeitos da advecgdo sdo contrapostos com
os efeitos difusivos quanto a sua magnitude, e a caracterizacdo de uma situacdo fisica pratica como
advectiva ou difusiva dominante pode ser feita. A titulo de ilustracdo pratica, é possivel categorizar a
maioria dos escoamentos internos como sendo de adveccdo dominante, em detrimento de um problema
de difusdo de calor em uma placa ou fuselagem metélica, o qual apresenta natureza difusiva dominante.
Em dltima instdncia, a ideia de adaptar um modelo matemadtico a uma situacdo fisica alvo
consiste em uma sequéncia metddica de processos, cuja execucao bem-sucedida passa por bom
dominio conceitual e pratico acerca do fendmeno. A percepcdao de que a base teorica e a observagao
pratica trabalham constantemente de forma simultanea é, portanto, acertada e consiste em pré-requisito

para uma modelagem e aplicacdo consistentes.

6 CONSIDERACOES FINAIS

A crescente complexidade com a qual a engenharia contemporanea propde-se a lidar ressalta a
importancia de uma formacao conceitual sélida, por partes de engenheiros, acerca dos fenémenos de
interesse para as aplicagdes que almejam implementar ou mesmo pesquisar. E possivel, portanto,
inferir com seguranca que a capacidade critico-analitica, tal como a poténcia de inovacdo, esta
diretamente ligada a sinapses conceituais.

No meandro da formacdo desta base conceitual, a mecanica do continuo tem papel filoséfico
preponderante, uma vez que unifica a origem de modelos matematicos presentes em areas distintas

através de principios gerais da fisica, conferindo amplitude conceitual e capacidade de generalidade ao
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engenheiro. Desta forma, o processo de modelagem matematica de um problema fisico pode ser visto
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como uma sequéncia metddica, uma vez que ha um conjunto de passos padronizados, entretanto
também como campo livre de criacdo, uma vez que, obedecidas as conservagdes fundamentais, as
propostas modelares podem ser as mais variadas possiveis, bastando, para propor um novo modelo, um
profundo e fluido conhecimento acerca do tema.

Por fim, é preciso alinhar de forma harménica o campo teérico com seus paralelos na
experimentacdo e na simulacdo numérica. Contudo, apesar dos desenvolvimentos em cada um destes
vértices se dar de forma isolada, sua mecéanica na aplicacdo da engenharia da-se impreterivelmente de
forma unissona. O inicio, portanto, de uma construcdo de base de trabalho diferenciada passa pelo
mundo das ideias, e a parte tedrico-conceitual deve se consolidar de forma adequada para, entdo,
permitir o desenvolvimento das outras duas correntes, abrindo assim a possibilidade de pesquisar,
projetar e executar uma engenharia de nivel impar, em que a pesquisa e a pratica caminhem de forma

entrelacada e ressonante.
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